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WSTĘP


W dzisiejszych czasach nie ma dziedziny wiedzy wolnej od prawdopodobieństwa oraz statystyki. W konsekwencji, programy nauczania zarówno „starej” jak i „nowej matury” przewidują elementy tych dziedzin.
Na pierwszy rzut oka można stwierdzić, że nauczanie w tym zakresie jest możliwe już w momencie, gdy młody człowiek dowie się, co to jest ułamek. Klasyczna definicja prawdopodobieństwa jest bowiem nieoczekiwanie prosta:

Prawdopodobieństwem nazywamy stosunek mocy zbioru zdarzeń sprzyjających do mocy przestrzeni zdarzeń elementarnych, czyli:
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Nic więc dziwnego, że uczniowie podchodzą do problemu lekceważąco. Niewiele jednak czasu potrzeba, aby wykładane elementy prawdopodobieństwa urosły do poważnego problemu. Przyczyna leży w niezrozumieniu podstawowych pojęć. Jednym z nich jest moc zbioru:
Mocą zbioru nazywamy: ilość elementów w zbiorze. 

Rzecz w tym, że uczniowie nie rozróżniają elementów pojedynczych od grup elementów, których liczbę można określić stosując elementy kombinatoryki.

Praca niniejsza ma więc na celu udzielenie rad uczniowi: czym się kierować, aby wybrać prawidłowy sposób liczenia mocy zbioru. 


Istnieje jeszcze jeden problem: uczniowie zapominają o łącznikach słownych rządzących rachunkiem zbiorów i ich odpowiednikach matematycznych. Przypomnijmy więc, że:
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Aby praca ta nie była „sucha”, do każdego omawianego problemu, zostaną podane przykłady, na kanwie prawdopodobieństwa klasycznego.

Uwaga: Rysunki załączone do tekstu są symboliczne. Owal, jeżeli jest pusty, oznacza zbiór zawierający pewną skończoną liczbę „n” bliżej nieokreślonych w tym momencie elementów.

                              





PERMUTACJE







Permutacją zbioru nazywamy 








każde jego uporządkowanie.








Zwróćmy uwagę na elementy, które








w każdym zadaniu winny być brane 








pod uwagę. Tymi elementami są:








zbiór, podzbiór, uporządkowanie. 

1. Zbiór – od początku mowa jest o zbiorze n – elementowym.
2. Podzbiór – podzbiór w tym wypadku nie jest wyróżniany.
3. Uporządkowanie – jest podstawą omawianej definicji. Należy przy tym zwrócić uwagę, że jest to pojęcie bardzo ogólne. Można przez to rozumieć np. szereg, kolumnę, konstrukcję przestrzenną itd.

Uwaga: Teorię prawdopodobieństwa nie interesuje umiejętność stworzenia jednej pojedynczej permutacji. Należy natomiast określić, ile wszystkich takich permutacji może wystąpić. Ilość permutacji uzyskamy ze wzoru:
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Zadanie: 1

Dziecko ma ustawić na półce 10 książek w identycznych oprawach.

Wśród nich są 3 kryminały, a resztę stanowią bajki. Jakie jest prawdopodobieństwo, że przy losowym ustawieniu książek, kryminały będą stały jako pierwsze.

Rozwiązanie: 

Ω – przestrzeń zdarzeń elementarnych, polegających na tym, że dziecko ustawi  
       10 książek na półce (ciąg złożony z 10-ciu elementów – bezsprzecznie jest 
       to permutacja).
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]!
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A – zbiór zdarzeń sprzyjających, polegających na tym, że kryminały zostaną 

       ustawione jako „pierwsze” (cały zbiór został podzielony na dwa: 3 i 7-mio

       elementowy).
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Odpowiedź: Dziecko wykona zadanie z prawdopodobieństwem 
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Zadanie: 2

Osiem osób, wśród których są koledzy Jacek(J) i Marek(M) ustawia się 

w kolejce do kasy w sposób losowy. Oblicz prawdopodobieństwo zdarzenia, że koledzy staną obok siebie.

Rozwiązanie:
Ω – przestrzeń zdarzeń elementarnych, polegających na losowym ustawieniu się 

       8-miu osób w kolejce (ciąg 8-mio elementowy).
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A – zbiór zdarzeń sprzyjających, polegających na tym, że koledzy J i M staną   

       obok siebie.

Uwaga: Zadanie jest zbliżone do poprzedniego, lecz należy wziąć poprawkę na możliwość zmiany pozycji kolegów. Spróbujmy to zilustrować:

J,M,-,-,-,-,-,-,

-,J,M,-,-,-,-,-,

itd. aż do końca. Możliwości jest 7, a więc:
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Odpowiedź: Prawdopodobieństwo tego, że koledzy staną obok siebie = 
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WARIACJE 

Wariacją k – elementową ze zbioru
[image: image17.wmf]
n – elementowego (k ≤ n) nazywamy

        każdy uporządkowany,

k – elementowy podzbiór tego zbioru.

Popatrzmy na wskaźniki, na które zwróciłem uwagę poprzednio.

1. Zbiór – n – elementowy (na jego bazie budujemy wariacje).

2. Podzbiór – k – elementowy (to właśnie pojedyncza wariacja).

3. Uporządkowanie – pamiętajmy, że to podzbiór ma być uporządkowany.

Uwaga: Podobnie jak poprzednio, istotą nie jest pojedyncza wariacja, lecz ich globalna ilość, którą określamy wzorem:
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 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf]
Zadanie: 3

Ze zbioru liczb 
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 losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie bez zwracania. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że pierwsza wylosowana liczba będzie parzysta, a druga nieparzysta. 
Rozwiązanie:

Ω – przestrzeń zdarzeń elementarnych, polegających na wylosowaniu (kolejno)

       dwóch liczb.
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A – zbiór zdarzeń sprzyjających, polegających na tym, że pierwsza wylosowana
       liczba będzie parzysta, a druga nieparzysta.
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Odpowiedź: Prawdopodobieństwo, że najpierw wylosujemy liczbę parzystą,

a potem nieparzystą, wynosi 
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Zadanie: 4


Ze zbioru 
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 losujemy kolejno trzy razy po jednej liczbie                 i tworzymy w ten sposób liczbę trzycyfrową zaczynając od cyfry setek. Oblicz prawdopodobieństwo utworzenia liczby większej od 473.

Rozwiązanie:

Ω – przestrzeń zdarzeń elementarnych, polegających na tym, że w wyniku  

       trzech kolejnych losowań utworzymy liczbę trzycyfrową.
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A – zbiór zdarzeń sprzyjających, polegających na wylosowaniu liczby większej

       od 473.

Uwaga: Jak widać zadanie jest zbliżone do poprzedniego, jednakże rozumowanie musi być bardziej drobiazgowe, przy pomocy „pewniaków”:

pierwsza cyfra większa od 4, a dwie następne dowolne lub pierwsza 4, druga większa od 7, a trzecia dowolna lub pierwsza 4, druga 7, a trzecia większa od 3
(pamiętając, że dwie takie cyfry zostały wylosowane).
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Odpowiedź: Prawdopodobieństwo utworzenia liczby większej od 473       wynosi 
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   WARIACJE Z POWTÓRZENIAMI


[image: image31]
Czas na wskaźniki: zbiór, podzbiór (z możliwością powtarzania się 

elementów), uporządkowanie (oczywiście w podzbiorze).


Ponownie, naczelnym problemem nie jest umiejętność utworzenia jakiejś wariacji z powtórzeniami, lecz umiejętność obliczenia ich ilości, co określa wzór:
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Zadanie: 5

Rzucamy dwa razy symetryczną kostką do gry i zapisujemy cyfry tworząc 
liczby dwucyfrowe. Oblicz prawdopodobieństwo utworzenia liczby parzystej.

Rozwiązanie:

Ω – przestrzeń zdarzeń elementarnych polegających na utworzeniu liczby 
       dwucyfrowej, powstałej z zanotowania cyfr wyrzuconych kostką.

Uwaga: Wielokrotny rzut kostką, bądź jednorazowo wieloma kostkami, to zawsze wariacja z powtórzeniami wielokrotna, ze zbioru 6 – elementowego.
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A – zbiór zdarzeń sprzyjających, polegających na utworzeniu dwucyfrowej

       liczby parzystej.
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Odpowiedź: Prawdopodobieństwo wyrzucenia liczby parzystej wynosi 
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Zadanie: 6


Z pojemnika, w którym znajdują się dwie kule białe i cztery czarne, losujemy trzy razy jedną kulę, zwracając ją po każdym losowaniu do pojemnika. Oblicz prawdopodobieństwo, że kulę białą wylosujemy co najmniej raz.

Rozwiązanie:

Ω – przestrzeń zdarzeń elementarnych, polegających na trzykrotnym losowaniu
       jednej kuli z pojemnika, zwracając ją po każdym losowaniu do pojemnika.
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A – zbiór zdarzeń sprzyjających, polegających na tym, że kulę białą wylosujemy

       co najmniej raz.

Uwaga: Oczywistym jest, że w tym wypadku prościej jest obliczyć moc zbioru zdarzeń niesprzyjających i wykorzystać własność:                          
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[image: image39.wmf]'
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- zbiór zdarzeń niesprzyjających, polegających na tym, że wylosujemy tylko 
      kule czarne.


[image: image40.wmf]64

4

'

3

3

4

=

=

=

V

A



[image: image41.wmf]27

8

216

64

)

'

(

=

=

A

P



[image: image42.wmf]27

19

27

8

1

)

(

=

-

=

A

P


Odpowiedź: Prawdopodobieństwo wylosowania kuli białej co najmniej raz wynosi 
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Wskaźniki: zbiór, podzbiór, brak uporządkowania.
Ilość kombinacji określamy wzorem:
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Zadanie: 7


Z pojemnika, w którym znajduje się pięć kul białych oraz cztery czarne, losujemy jednocześnie trzy kule. Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania dwóch kul białych.

Rozwiązanie:

Ω – przestrzeń zdarzeń elementarnych, polegających na wylosowaniu   
       trzech kul (jednocześnie z pośród dziewięciu).

Ω=
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A – zbiór zdarzeń sprzyjających, polegających na tym, że zostaną wylosowane

       dwie kule białe (pamiętajmy, że wszystkich kul musi być trzy, a więc jedna

       musi być czarna).
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Odpowiedź: Prawdopodobieństwo wylosowania dwóch kul białych wynosi 
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Zadanie: 8


Ze zbioru 
[image: image50.wmf]{
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 losujemy jednocześnie dwie liczby. Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania dwóch liczb, których suma jest parzysta.
Rozwiązanie:

Ω – przestrzeń zdarzeń elementarnych, polegających na wylosowaniu dwóch

       liczb ze zbioru 7-mio elementowego.
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A – zbiór zdarzeń sprzyjających, polegających na wylosowaniu dwóch liczb,

       których suma jest parzysta (dwie liczby parzyste lub dwie nieparzyste).
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Odpowiedź : Prawdopodobieństwo wylosowania dwóch liczb, których suma jest parzysta, wynosi 
[image: image54.wmf]7
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WNIOSEK


Z treści niniejszej pracy wypływa wniosek, że aby określić jaką metodą należy się posłużyć, wystarczy trzymać się wskaźników: zbiór, podzbiór, uporządkowanie. W celu ułatwienia zapamiętania, zestawię je w tabeli:
	
	Zbiór
	Podzbiór
	Uporządkowanie

	Permutacje
	         tak
	          nie
	           tak

	Wariacje (b.p.)
	         tak
	          tak
	           tak

	Wariacje          z powtórzeniami
	         tak
	          tak
(elementy mogą się powtarzać)
	           tak


	Kombinacje
	         tak
	          tak
	           nie


Sądzę, że ta praca w istotny sposób może pomóc uczniowi. Słuchacz powinien być przekonany, że problemy te nie są takie trudne.

Życzę powodzenia w trakcie rozwiązywania zadań.
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 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf]
              n – elementów
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             (uporządkowanie)





   k – elementów





   ------…..------


(uporządkowanie)





              n - elementów 





  k – elementów


  ------……------


 (uporządkowanie)














            n - elementów





Wariacją z powtórzeniami 


k – elementową ze zbioru                            n – elementowego nazywamy każdy, uporządkowany, k – elementowy podzbiór tego zbioru, przy czym elementy w podzbiorze mogą się powtarzać.








           n - elementów

















        k


elementów





             KOMBINACJE





Kombinacją k –elementową, ze zbioru n – elementowego nazywamy każdy k – elementowy podzbiór tego zbioru.
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